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测量分维的F数盒子G算法研究

梁东方 李玉梁 江春波
"清华大学水利水电工程系=北京 C’’’HI$

摘 要 在分析传统F数盒子G算法测量分形体分维缺陷的基础上=首先通过引入一个新的参数 J=提出了一种新的

F数盒子G算法E然后通过具体算例=证实了该算法较传统算法的优越性=并且指出了它的局限性=同时还对F数盒

子G算法测量的不确定性进行了讨论=进而提出了可行的提高测量精度的方法E最后应用平面激光诱发荧光"KL0M$
技术得到了圆柱尾流区域的浓度场图象=并由此提取得到尾流紊动D非紊动界面=接着应用改进的算法对这一分界

面的分维进行了测量<测量结果与前人的结论相吻合=并且发现=在非恒定流动中=分维数具有几乎不随时间而改

变的特性<
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6 引 言

经典的欧氏几何学将自然界的物体抽象为点7
线7面的组合体=其所研究的对象都具有一定的特征
长度=如线段的长度=球的半径等=而且微积分和近
代数学的许多分支均以此理想化的抽象为基础E然
而=自然界中存在的线和面并不都是光滑的=如雪

花7云彩7树叶轮廓7海岸线7布朗运动的轨迹7生物
组织结构及紊流图象等等中的一些面和线=它们往
往是曲折破碎的=并具有十分精细的结构=此外=有
类似特点的还有人们构造的 8)97曲线=康托

"i-,()+$集等<?-,43.j+)(从 &’世纪 P’年代起注
意到了自然界中这些复杂的曲线和曲面=继而提出
了一 种 新 的 几 何 学99 分 形 几 何 学 "/+-9(-.
23)13(++$=

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

用来描述和研究这些形态极不规则或极
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为破碎的几何对象!"#$%&’()*+,-*’&./01"2234认
为分形体与欧氏几何体最主要的区别有如下两点5
6欧氏几何体可以通过特征方程来构造7如圆方程8
球方程7而分形体则不具有特征长度7一般需要通过
递归的方法来构造9:分形体的突出特点是具有自
相似性7而欧氏几何体则没有这一特性$
目前7关于分维测量已有多种方法7如;脚规<

1=+(+=0’4法8;香肠<1)&>)&?04法7但经常适用于二
维图象测量的方法是数盒子法1@ABCDA>E*+E?4$陈
朝泉虽曾提出过用余维方法1DA=+F0E)+AE4及小波
分析方法1G&(0/0*&E&/H)+)4来进行测量!I#7但由于
这两种方法的运算都比较复杂7在精度上也没有太
大的优势7因此7数盒子法仍不失为一种既方便快
速7又有一定准确度的方法7这也是数盒子法被广泛
采用的原因$数盒子法的基本原理为5用尺度为 J的
盒子去覆盖分形集7并统计盒子数 K7然后将尺度 J
和盒子 K1J4数点绘在对数坐标上或将 /E1J4和

/E1K4点绘在普通坐标上7最后对标度区间内的点7
利用线性回归方法确定直线斜率7即可得到分维 L$

"2II年7M+D.&’=)AE提出充分发育的紊流是由
尺度大小不同的旋涡组成7并提出了;级串1D&)D&=04<
的概念9NA/FA?A’A(1"2O"4曾经显示大尺度下的流体
运动会变成不稳定的7同时会将它的能量丢失给邻近
较小尺度的运动7而不直接将其耗散成热$在大的雷诺
数下7这种过程被假设一直重演下去7直至达到某一足
够小的尺度 P为止1P称为 NA/FA?A’A(尺度47在此
尺度以下7不可能再发生不稳定7能量将通过粘性作用

直接耗散成热9NA/FA?A’A(认为在大尺度下的各向
异性及非均匀性将随着尺度的递减而减弱7以至于在
很小的尺度下7就成为统计上均匀及各向同性的7他还
依据能量传递中的不同作用7对旋涡进行了分区7并定
义了多种尺度$各种尺寸旋涡的产生过程恰似一个自
相似分形集的构造过程1特别是在紊流的惯性子区47
其能量耗散在构造过程的第Q步发生7这里的Q是相
当大的$正是这种理论成为分形在紊流中获得应用的
理论依据$因为只有较小的涡才具有分形特性7而大尺
度的涡要由流动的边界决定7所以不同边界的流动应
具有相同的分维9分维应与雷诺数无关7但是分维的标
度1)D&/+E?4将随着雷诺数的增加和流动细节的丰富而
增大$

R 改进的;数盒子<算法

对于分形体图象7如何统计盒子数目是;数盒
子<算法的关键所在7现以英国主要岛屿的海岸线

1图 "1&44分形为例7来分析;数盒子<算法存在的问
题5如果将覆盖有海岸线的所有正方形格子均计入
在内7而不论海岸线在此正方形格子内所占的份额
多么小1如图 "1@4所示47那么其中涂黑的格子都应
统计进来7这样似乎计算的 K1J4太大了7尤其是当
尺度 J较大的时候7在曲线折叠较剧烈的地方7会出
现了一片黑色格子$而粗视化方法的重要思想在于7
尺码 J越大7反映的细节应越少$传统的;数盒子<法
多为此种算法7因而可能导致测得的分维值偏小$

图 " 用;盒子<近似英国海岸线示意图
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为了解决上述问题!本文引入一个参数 "用来
衡量某个正方形格子内海岸线的长度与正方形格子

边长的相对大小

"# $%& ’()
其中!$为正方形格子内海岸线’分形体)的长度!&
为正方形格子边长*如果只取 "大于某个值的格子
进行统计!而略去那些只拥有很少海岸线的格子!那
么盒子数目将有所减少*图 +’,)为取 "#-./的结
果*由图 +’,)可见!一些迂回曲折的海岸线被忽略
了!因为现在的尺码 0还无法反映海岸线的这些细
节*由于这种1数盒子2算法更能体现分形体的本质!
因而能够更精确地测量其分维数*

3 算例分析

3.4 算例
现以椭圆形和 56,7曲线作为两个分形维数测

量的例子!以检验改进后1数盒子2算法的效果*
当取 "#-.-时!本文的方法就退化为传统的数

盒子算法*采用它来测量椭圆和 56,7曲线的分维
结果如图 (8图 9所示*对椭圆及 56,7曲线求得的
分维值分别为 -.:/(及 +.(9;!而理论上它们的值
应分别为 +.-和 +.(;(!由此可见!应用传统方法测
得的分维值偏小*

’<)椭圆形 ’=)测得的分维

图 ( 椭圆形分维测量结果’"#-.-)

’<)56,7曲线 ’=)测得的分维

图 9 56,7曲线分维测量结果’"#-.-)

图 >是将 "作为变量!分维的测量值随参数 "
的变化曲线!由图 >可见!它们基本上是同向的变化
关系!当 "为 -.>时!椭圆的分维最接近 +.-?"为

-.(时!56,7曲线的分维最接近 +.(;(*为了得到最

好的测量效果!系数 "应按具体的图象来确定!但作
为一般的测量!本文的算例显示!-.(@-.>左右是
一个较好的估计*为了保守起见!使测量结果不致比
传统1数盒子2算法测得的分维值增加过多!可以将

"初步取为 -.(*另外!考虑到本文将要测量的紊流
的分维与 56,7曲线的分维比较接近!故在对其进
行测量时!将 "取为 -.>*

’<)椭圆形 ’=)56,7曲线

图 > 分维的测量值与 "的关系

3.3 局限性
应当指出!本文的测量方法是有局限性的*如前

所述!用它测量连续曲线的分维会收到较好的效果!
但一般不能用来测量离散点集的分维!图 /8图 ;即
为本文方法测量失败的例子*在这两个例子中!分维
的测量值不但不随 "的增加而增大!反而有所下降!
特别是在测量A<BC6D1尘2时!当 "大于 -.(以后!满
足条件的盒子数全为零!根本不能使测量步骤进行
下去!因此对于这些图形!采用传统的1数盒子2算法
是比较合适的*

’<)三角形分形体图形 ’=)分维与 "的关系曲线

图 / 三角形分形体分维测量

’<)A<BC6D1尘2图形 ’=)分维与 "的关系曲线

图 ; A<BC6D1尘2分维测量
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图 !"#$从上向下显示的是 %&’()*+尘,的生成
过程-每一步去掉实线的中间三分之一.实际分维测
量只是针对最下面一条断断续续的线进行的.
另外-实际的分维测量还存在不确定性问题.从

分维的定义中已经看出-理论上的分维值都是在求
极限的过程中获得的-而实际存在的分形体都只有
有限层次的自相似结构.大家知道-分维测量时-将

/’"0$和 /’"1$点绘在普通坐标图上-如果分维存
在-则二者在某一区间内是线性关系-这个区间称为
标度区间-但要严格确定标度区间比较复杂-因为客
观物体是否具有分形特征的判断-往往带有主观色
彩.根据笔者经验-由于标度区间的确定-对分维的
测量值有很大的影响-因此在实际测量中-可以根据
测量点与拟合曲线的平均方差最小的原则来自动确

定-但这样会导致较大的计算量.另外-图象空间量
子化的起始点也对分维测量结果有影响234"如图 5
所示$-图 5"&$中应统计的网格数为 3-图 5"#$中却
为 6-这种影响可以通过改变网格尺寸"即向 0小的
方向移动标度区间$来减小.

图 5 起始点位置的影响

7 对绕流物体尾流区分维的测量

绕流物体尾流区浓度测量实验系统示意图如图

8所示264.该系统采用荧光素钠作为示踪剂-在一小
水箱中混合均匀后-放在比实验水槽底部高约 39
的地方-下接一根竖直置于岛屿模型上游水中:周围
布满直径为 ;99小孔-直径为 899的铜管<光源
为 =>>?@A5B系列的 A*C激光器-采用单线模式
下的蓝光-波长为 688’9-功率 ;D!E-测量时-用普
通摄像机-每 6B9F获得一幅图象-再用图象采集卡
将图象信号数字化:存入计算机中进行分析.
许多实验结果都证实了紊流在多方面具有分形特

性G如 H)IJK)L";M8N$测量了气象卫星云图和雷达照
片中云和雨区的分维";D3OPBDBO$-云和雨区受大气
紊流的驱使-它们的图象反映了大气紊流的作用<QLF
RE&/SI)TJ/";M8!$对雷达获得的冰雹云图象进行了
分维测量";D3!PBD;$<U*JJ’VI&F&’等人";M8!-
;MM;$利用WH=X技术获得了边界层:射流和尾流的紊
流图象-并进行了分维测量和分析-认为紊流分维在流

图 8 实验系统示意图

动的大尺度与 Y)/9)T)*)I尺度之间为 ;D3!P
BDBO2O-!4.本文利用WH=X技术获得了圆柱岛屿尾流区
的紊动图象-并提取出了紊动与非紊动界面-其对这一
界面的分维测量如图 M所示.为清晰起见-图中显示了
绕流物体的边界-在实际测量时-应先将其剔除.由图

;B可见-紊动尾流的分维随时间的改变很小.

"&$圆柱岛屿尾流区的

紊动Z非紊动界面
"#$紊动与非紊动界面分维

图 M 圆柱岛屿尾流区的分维"[$测量"\]B.6$

图 ;B 圆柱岛屿尾流区分维随时间的变化

^ 结 论

对于连续的曲线-由于传统的+数盒子,算法测得
的分维值偏小-测量精度较低-因此本文通过引入分
形体在网格内的长度与网格边长之比 _这一参数-改
进了+数盒子,算法-从而提高了测量精度.在实际测
量中-_可以粗略地取为 BDN‘BD6的某一值.本文的
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算例也证实了新算法的优越性!但是新算法不适于测
量由离散点集构成的分形体的分维"文中还探讨了分
维测量的不确定性因素!并给出了具体的提高精确度
的措施"应用本文的#数盒子$算法测量圆柱岛屿尾流
区紊动%非紊动界面的分维!测得的值约为 &’()!并
且随尾流区周期性运动的变化很小"
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